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Representation of finite connectivity spaces
Ste´phane Dugowson ∗
1er novembre 2018
Abstract — After recalling the definition of connectivity spaces and some
of their main properties, a way is proposed to represent finite connectivity spaces
by directed simple graphs. Then a connectivity structure is associated to each
tame link. It is showed that all spaces of a certain class (the iterated Brun-
nian ones) admit representations by links. Finally, I conjecture that every finite
connectivity space is representable by a link.
Re´sume´ — Repre´sentation des espaces connectifs finis — Apre`s avoir rap-
pele´ la de´finition des espaces connectifs et certaines de leurs principales pro-
prie´te´s, nous proposons une fac¸on de repre´senter les espaces connectifs finis par
des graphes simples oriente´s, puis nous associons a` tout entrelacs une structure
connective. Nous montrons que tout espace d’une certaine classe (les espaces
brunniens ite´re´s) admet une repre´sentation par entrelacs, et nous conjecturons
finalement que tout espace connectif fini est repre´sentable par entrelacs.
Keywords—Connectivity space. Graph. Link. Borromean. Brunnian. Conjec-
ture.
Mots cle´s — Espace connectif. Graphe. Entrelacs. Borrome´en. Brunnien.
Conjecture.
MSC 2000 — 57M25, 54A05.
Il est remarquable qu’une figure aussi simple
que celle du nœud borrome´en n’ait pas servi de
de´part a` – une topologie
Jacques Lacan [1]
Introduction
A` notre connaissance, la notion d’espace connectif a d’abord e´te´ introduite
en 1981 par Bo¨rger [2, 3], dans le cadre de la the´orie des cate´gories. Elle a e´te´
rede´couverte, de fac¸on inde´pendante, en 1988 par Matheron et Serra [4] dans le
cadre de leurs recherches en morphologie mathe´matique, puis par nous-meˆme
en 2003 [5, 6], a` partir d’une re´flexion sur la nature topologique du jeu de go.
∗Ste´phane Dugowson, dugowson@ext.jussieu.fr.
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Fig. 1 – Entrelacs borrome´en
Or, l’une des structures connectives parmi les plus simples, si elle n’est pas
celle d’un espace topologique ni celle d’un graphe, pre´sente une analogie e´vidente
avec l’entrelacs borrome´en (figure 1). Dans cet article, nous nous proposons de
donner une forme mathe´matique pre´cise a` cette analogie en associant a` tout
entrelacs un espace connectif fini (section 3). Nous montrons alors que toutes
les structures connectives que nous appelons brunniennes ite´re´es sont associe´es
a` des entrelacs, et nous conjecturons finalement (section 3.1) que toute structure
connective finie est celle d’un entrelacs.
Auparavant, afin de disposer d’outils permettant une description aussi simple
que possible des espaces connectifs, nous introduisons dans la section 2 les no-
tions de partie connexe irre´ductible (section 2.1), de graphe ge´ne´rique (sec-
tion 2.2), et de familles connectivement libres de parties d’un ensemble (sec-
tion 2.3). Nous signalons aussi certains re´sultats quant au de´nombrement des
espaces connectifs finis ayant au plus six points, notamment ceux obtenus en
2002 par Wim van Dam [7, 8] qui donne en particulier lieu a` une suite de
nombres premiers dont les cinq premiers termes — les seuls connus a` ce jour —
pre´sentent une progression tre`s rapide [9].
La section 1 rappelle la de´finition de la cate´gorie des espaces connectifs et
ses principales proprie´te´s.
L’article est illustre´ par plusieurs figures. Toutes les repre´sentations d’entre-
lacs ont e´te´ produites a` l’aide du logiciel KnotPlot de Robert G. Scharein [10].
Notations utilise´es. Pour tout ensemble X , on note P(X) l’ensemble des parties
de X , et card(X) le cardinal de X . On note Xn l’ensemble {1, . . . , n}. Etant
donne´ un ensemble K de parties d’un ensemble X , on notera K∗ l’ensemble de
ces parties ayant au moins deux e´le´ments : K∗ = {K ∈ K, card(K) > 1}. Pour
tout ensemble X , on pose T (X) = P(X)∗. Les symboles d’inclusion ⊂ et ⊃ sont
pris au sens large.
1 Rappels sur les espaces connectifs
De´finition 1 (Espaces connectifs) Un espace connectif est un couple X =
(X,K) forme´ d’un ensemble X et d’un ensemble K de parties non vides de X
tel que
∀I ∈ P(K),
⋂
K∈I
K 6= ∅ =⇒
⋃
K∈I
K ∈ K.
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L’ensemble X est le support de X, l’ensemble K est une structure connective
sur X et ses e´le´ments sont les parties connexes ou parties connecte´es de l’espace
connectif X. Nous dirons d’un espace connectif qu’il est inte`gre si tout singleton
est connecte´. Un morphisme connectif, ou application connective, d’un espace
connectif (X,K) vers un autre (Y,L) est une application f : X → Y telle que :
∀K ∈ K, f(K) ∈ L.
Dans la suite de cet article, tous les espaces connectifs conside´re´s seront
suppose´s inte`gres. Pour un tel espace (X,K), X est entie`rement de´termine´ par
la donne´e de K, puisqueX =
⋃
K∈KK, tandis que K est de´termine´ par la donne´e
de X et de K∗, puisque K =
⋃
x∈X{{x}} ∪ K
∗.
The´ore`me 1 (Composantes connexes) Pour tout espace connectif (inte`gre)
non vide, les composantes connexes, c’est-a`-dire les parties connexes maximales,
forment une partition.
De´monstration. L’espace e´tant inte`gre, tout point appartient a` une partie connexe
maximale, a` savoir l’union des connexes qui contiennent ce point. De plus, les
parties connexes maximales sont trivialement deux a` deux disjointes.

Proposition 2 Ordonne´ par l’inclusion, l’ensemble K(X) des structures connec-
tives (inte`gres) sur un ensemble donne´ de points X constitue un treillis complet.
La cate´gorie des espaces connectifs inte`gres constitue en fait ce que nous
avons appele´ une cate´gorie a` treillis de structures [6], de sortes qu’elle ad-
met toutes limites et colimites. C’est une cate´gorie topologique, non carte´sienne
ferme´e [3] mais mono¨ıdale ferme´e [5, 11, 6].
De la propositon pre´ce´dente, il de´coule que tout ensemble A de parties de X
est contenue dans une plus petite (plus fine) structure connective (inte`gre) [A]
sur X . Le the´ore`me suivant (dans lequel ω0 de´signe le plus petit ordinal infini)
conduit a` appeler [A] la structure connective (inte`gre) engendre´e par A.
The´ore`me 3 (Engendrement des structures connectives) Soit X un en-
semble, et A0 un ensemble de parties de X. Il existe un ordinal α0 infe´rieur ou
e´gal a` ω0 + 1 tel que
[A0] = Ψ
α0(A0),
ou`, pour tout ordinal α ≥ 1, Ψα est l’application de P(P(X)) dans lui-meˆme
de´finie par induction pour tout A ∈ P(P(X)) par
• Ψ1(A) = Ψ(A) = {A ∈ P(X), ∃L ⊆ A,
⋂
L∈L L 6= ∅ et A =
⋃
L∈L L}.
• Si α = β + 1,Ψα = Ψ ◦Ψβ ,
• Si α est un ordinal limite,Ψα(A) =
⋃
β<αΨ
β(A).
De´monstration. Voir [5], p. 11 - 13.

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De´finition 2 L’union brunnienne
⊎
iYi d’une famille non vide Yi = (Yi,Ki)
d’espaces connectifs non vides est l’espace connectif X = (X,K) de support
X =
⊔
i Yi (union disjointe des supports Yi), et dont la structure connective est
obtenue en ajoutant aux connexes des Yi la partie pleine du nouvel espace :
K =
⊔
iKi ∪ {X}.
De´finition 3 Pour tout entier n ≥ 1, on appelle espace brunnien a` n points
l’union brunnienne de n espaces re´duits a` un point. On appelle en particulier
espace borrome´en l’espace brunnien a` trois points. On appelle structure brun-
nienne (resp. borrome´enne) la structure connective de ces espaces.
Ainsi, l’espace brunnien a` n points est l’espace dont le support X comporte n
points et dont la structure connective est la structure brunnienne K caracte´rise´e
par K∗ = {X}.
Espaces brunniens ite´re´s. On de´finit par re´currence les espaces brunniens
d’ordre r ∈ N : un espace brunnien d’ordre 0 est un espace re´duit a` un point ;
pour tout r, un espace brunnien d’ordre r + 1 est l’union brunnienne d’un
espace brunnien d’ordre r et d’un ou plusieurs autres espaces brunniens d’ordres
infe´rieurs ou e´gaux a` r.
2 Repre´sentation par graphes simples oriente´s
2.1 Espaces connectifs irre´ductibles
De´finition 4 Une partie connexe R d’un espace connectif est dite re´ductible si
elle est l’union de deux parties propres connexes d’intersection non vide :
R re´ductible ⇔ ∃(K1,K2) ∈ K
2, (∀i ∈ {1, 2},Ki $ R) et (K1 ∩K2 6= ∅).
Une partie connexe non re´ductible est dite irre´ductible. Un espace connectif est
dit irre´ductible si son support est un connexe irre´ductible.
Proposition 4 Un espace connectif avec au moins deux points est irre´ductible
si et seulement s’il est l’union brunnienne de certains de ses sous-espaces propres.
De´monstration. Toute union brunnienne est clairement irre´ductible. Re´ciproquement,
soit (X,K) un espace connectif irre´ductible tel que card(X) ≥ 2. Alors (X,Kr
{X}) est encore un espace connectif, dont les composantes connexes ont pour
union brunnienne (X,K).

2.2 Graphe ge´ne´rique d’un espace connectif
A tout espace connectif inte`gre X = (X,K), on associe un graphe simple
oriente´ GK = (GK,AK) de la fac¸on suivante. L’ensemble GK des sommets de
GK est constitue´ des parties connexes irre´ductibles de X, y compris les sin-
gletons. Les e´le´ments de GK seront e´galement appele´s points ge´ne´riques de X.
L’ensemble AK des areˆtes oriente´es de GK est forme´ des couples de points
ge´ne´riques distincts (a, b) tels que a ⊃ b et qu’il n’existe pas de point ge´ne´rique
c distinct de a et de b tel que a ⊃ c ⊃ b.
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Fig. 2 – Graphe ge´ne´rique de l’espace connectif borrome´en
De´finition 5 Le graphe simple oriente´ GK est le graphe ge´ne´rique de l’espace
connectif X.
Proposition 5 Tout espace connectif (inte`gre) fini (X,K) est caracte´rise´ par
son graphe ge´ne´rique (GK, AK).
Remarque. L’hypothe`se de finitude est essentielle. Par exemple, la droite nume´rique
usuelle n’admet que les singletons pour parties connexes irre´ductibles, et sa
structure connective n’en est pas moins distincte de la structure connective
discre`te (i.e. la plus fine, pour laquelle les seuls connexes sont les singletons).
De´monstration. Soit (X,K) un espace connectif inte`gre fini. On a X =
⋃
u∈GK
u.
Par ailleurs, on ve´rifie par re´currence sur le cardinal (fini) des parties conside´re´es
que toute partie connexe de X est l’union des parties connexes irre´ductibles
qu’elle contient, de sorte que K = [GK].

Exemples. 1. L’espace borrome´en a` trois points a, b, c admet quatre points ge´ne´riques,
trois qui s’identifient aux points de l’espace, et un quatrie`me, disons x, qui s’iden-
tifie a` l’espace entier. Son graphe ge´ne´rique est donc repre´sente´ par la figure 2.
2. L’espace connectif de´fini par
X = {a, b, c, d} et K∗ = {{a, b}, {b, c}, {a, b, c}, X},
a un graphe ge´ne´rique GK qui comporte, outre les quatre singletons et le point
ge´ne´rique x de l’espace, deux points ge´ne´riques, disons u et v, s’identifiant res-
pectivement aux connexes irre´ductibles {a, b} et {b, c}. Notons que b, u, v et x
forment un cycle du graphe conside´re´, qui n’est donc pas un arbre.
Proposition 6 Un espace connectif fini est un espace brunnien ite´re´ si et seule-
ment si son graphe ge´ne´rique est un arbre ; de plus l’ordre du premier co¨ıncide
alors avec la hauteur du second.
De´monstration. Le sens direct se ve´rifie par re´currence sur l’ordre des espaces
brunniens ite´re´s, la re´ciproque par re´currence sur la hauteur des arbres.

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Remarque. Si le graphe ge´ne´rique d’un espace connectif est un arbre, tout nœud
de celui-ci a au moins deux fils.
La notion d’ordre d’un espace brunnien ite´re´ s’e´tend a` tout espace connectif
fini X. Pour cela, on commence par de´finir par re´currence l’ordre des points
ge´ne´riques de X : les points d’ordre 0 sont ceux qui ne constituent l’origine
d’aucune areˆte du graphe ge´ne´rique, autrement dit ce sont les singletons de X ;
pour tout n, un point ge´ne´rique u est d’ordre n + 1 si et seulement si n est
l’ordre maximal des extre´mite´s v des arcs ayant ce point pour origine.
De´finition 6 L’ordre d’un espace connectif fini est l’ordre maximal de ses
points ge´ne´riques.
2.3 Familles connectivement libres
De´finition 7 On dit qu’un ensemble de parties L ∈ P(T (X)) est (connecti-
vement) libre si pour tout K ∈ L, K est un connexe irre´ductible de l’espace
connectif (X, [L]).
Cette de´finition, qui s’e´tend imme´diatement aux familles de parties, si-
gnifie intuitivement que dans une famille libre la connexite´ de certaines par-
ties n’entraˆıne pas celle des autres. Dans la suite, on note F(X) = {L ∈
P(T (X)),L est libre}. Les propositions suivantes de´coulent imme´diatement des
conside´rations pre´ce´dentes.
Proposition 7 Si L ∈ F(X) et si A ∈ T (X)r [L], alors L ∪ {A} ∈ F(X).
Proposition 8 Si X est un ensemble fini, l’application K(X)→ F(X) de´finie
par K 7→ GK
∗ est une bijection, de re´ciproque L 7→ [L].
2.4 Enume´ration des espaces connectifs finis
On se propose maintenant de de´crire rapidement un proce´de´ d’e´nume´ration
de l’ensemble des structures connectives (inte`gres) de support l’ensemble fini
Xn = {1, . . . , n}. D’apre`s la proposition pre´ce´dente, cette e´nume´ration est
e´quivalente a` celle de l’ensemble F(Xn). Commenc¸ons par munir l’ensemble
fini T (Xn) d’une relation d’ordre totale, par exemple la relation  de´finie en
posant, pour tout L ∈ T (Xn), δ(L) =
∑
k∈L 2
k et, pour tout couple (L1, L2) de
parties de Xn a` plus de deux e´le´ments, L1  L2 ⇔ δ(L1) ≤ δ(L2).
On munit alors l’ensemble F(Xn) d’une relation d’ordre partielle 4 en po-
sant, pour tout couple (L,K) d’ensembles libres de parties a` au moins deux
e´le´ments de Xn,
L 4 K ⇐⇒
{
L ⊂ K
∀K ∈ K r L, ∀L ∈ L, L  K
Lorsque la relation L 4 K est satisfaite, nous disons que K comple`te L
a` droite. On conside`re alors l’application Φ : F(Xn) → P(F(Xn)) qui a` tout
L ∈ F(Xn) associe l’ensemble des familles libres qui comple`tent L a` droite :
Φ(L) = {K ∈ F(Xn),L 4 K}. Posant, pour tout L ∈ F(Xn),
σ(L) = {A ∈ T (Xn), ∀L ∈ L, L  A}r [L],
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on a
Φ(L) = {L} ∪
⋃
A∈σ(L)
Φ(L ∪ {A}).
En particulier, lorsque σ(L) = ∅, on a Φ(L) = {L}. Ceci fournit alors un
proce´de´ re´cursif d’e´nume´ration des ensembles Φ(L), et en particulier de Φ(∅) =
F(Xn), donc de K(Xn).
En utilisant ces ide´es, nous avons imple´mente´ un programme fonde´ sur une
proce´dure re´cursive, et nous avons notamment obtenu les re´sultats suivants.
Notant sn = card(K(Xn)) = card(F(Xn)) le nombre de structures connectives
distinctes sur un ensemble a` n e´le´ments e´tiquete´s, cn = card({K ∈ F(Xn), Xn ∈
[K]}) le nombre de ces structures pour lesquelles l’espace entier est lui-meˆme
connexe, fn = maxL∈F(Xn) card(L) le nombre maximal de parties connexes
irre´ductibles non re´duites a` un point pour un support a` n points, on a
s1 = 1, s2 = 2, s3 = 12, s4 = 420, s5 = 254076,
c1 = 1, c2 = 1, c3 = 8, c4 = 378, c5 = 252000,
f1 = 0, f2 = 1, f3 = 3, f4 = 6, f5 = 13.
Remarquons que, pour n ≥ 2, le nombre kn = card({K ∈ F(Xn), Xn ∈ K})
des structures connectives sur Xn pour lesquelles l’espace entier est un connexe
irre´ductible ve´rifie kn = sn − cn, puisque l’application K 7→ K ∪ {Xn} re´alise
une bijection entre les structures non connexes et les structures irre´ductiblement
connexes.
Le nombre f5 = 13 est par exemple illustre´ par la structure connective sur
X5 de´finie par K = [{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 5},
{1, 3, 5}, {2, 3, 5}, {4, 5}, {1, 4, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}].
Le site On-Line Encyclopedia of Integer Sequences de Neil J. A. Sloane
contient en outre la valeur de s6, calcule´e en 2002 par Wim van Dam [7, 8] :
s6 = 17199454920. En notant pn le plus grand facteur premier de sn, on re-
marque que l’on obtient une suite de nombres premiers dont les premiers termes
croissent rapidement [9] : p2 = 2, p3 = 3, p4 = 7, p5 = 683, p6 = 143328791.
On doit e´galement a` Wim van Dam [8] le calcul des premiers termes de
la suite, notons-la tn, donnant le nombre de structures connectives sur Xn a`
isomorphisme connectif pre`s : t1 = 1, t2 = 2, t3 = 6, t4 = 47, t5 = 3095,
t6 = 26015236.
3 Representation par entrelacs
On ne conside`re dans cet article que les entrelacs apprivoise´s (tame links).
Un entrelacs E˜ a` n1 composantes est la classe d’e´quivalence par isotopie am-
biante d’un plongement E dans R3 (ou dans la sphe`re a` trois dimensions S3)
de l’union finie disjointe de n copies, nume´rote´es de 1 a` n, du cercle S1. C’est
aussi la classe d’e´quivalence de E modulo les home´omorphismes de l’espace entier
conservant l’orientation, que nous appellerons simplement les home´omorphismes
ambiants. Un entrelacs est donc de´fini par la donne´e simultanne´e de n plonge-
ments disjoints du cercle qui constituent les composantes (du repre´sentant E)
de l’entrelacs E˜, que nous noterons E1, E2, . . . , En. Nous identifierons E au n-
uplet (E1, E2, . . . , En). On note En l’ensemble des entrelacs a` n composantes,
et E =
⋃
n1 En l’ensemble des entrelacs. Etant donne´ une partie non vide I
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Fig. 3 – Entrelacs de Brunn a` trois composantes
de Xn = {1, . . . , n}, on note E˜I l’entrelacs a` card(I) composantes de´fini par
EI = (Ei)i∈I .
Etant donne´ un plongement particulier E de´finissant un entrelacs E˜ et φ
un home´omorphisme ambiant, nous noterons simplement φ(E) = (φ(Ei))1in le
plongement compose´ φ ◦ E. Nous dirons que le plongement E est inclus dans
une partie T de l’espace pour exprimer l’inclusion E(
⊔
i S
1) =
⋃
iEi(S
1) ⊂ T .
Nous dirons qu’un entrelacs E˜ ∈ En est se´parable (splittable) s’il existe une
partition de Xn en deux ensembles disjoints non vides I et J , un hyperplan
(ou, si l’on travaille dans S3, une sphe`re) H et un home´omorphisme ambiant
φ de l’espace tels que φ(EI) et φ(EJ ) se trouvent de part et d’autre de H . Si
l’on peut de la meˆme fac¸on se´parer toutes les composantes de E, celui-ci est dit
comple´tement se´parable. Un entrelacs non se´parable sera dit inse´parable.
De´finition 8 (Connectivity space associated to a link) La structure connec-
tive d’un entrelacs a` n composantes E˜ est la structure connective de l’espace
connectif (Xn,KE˜) de´finie par
KE˜
∗ = {I ∈ T (Xn), E˜I est inse´parable}.
Nous dirons aussi que (Xn,KE˜) est l’espace connectif associe´ a` l’entrelacs E˜,
ou que l’entrelacs E˜ repre´sente l’espace connectif (Xn,KE˜).
De´finition 9 L’ordre connectif d’un entrelacs est l’ordre de l’espace connectif
associe´.
Exemples. 1. La structure connective d’un nœud quelconque, c’est-a`-dire d’un
entrelacs ayant une seule composante, est celle de l’espace connectif a` un point.
2. En 1892, Hermann Brunn [12] a conside´re´ pour tout n1 l’entrelacs construit
selon le meˆme principe que l’entrelacs a` trois composantes repre´sente´ sur la fi-
gure 3. Nous appellerons cet entrelacs l’entrelacs de Brunn a` n composantes.
En 1961, reprenant l’e´tude topologique des entrelacs de Brunn, Hans Debrun-
ner [13] a conside´re´ plus ge´ne´ralement ce qu’il a appele´ les entrelacs de type
brunniens ou plus simplement entrelacs brunniens . En termes connectifs,
les entrelacs brunniens sont pre´cise´ment ceux dont la structure connective est
celle que, pour cette raison, nous avons qualifie´e de brunnienne (d’ordre 1).
L’entrelacs borrome´en (figure 1) est distinct de l’entrelacs de Brunn a` trois
composantes, mais c’est aussi un entrelacs brunnien. Le psychanalyste franc¸ais
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Fig. 4 – Un collier se´parable
Jacques Lacan [1] a conside´re´ successivement ces deux entrelacs pour illustrer
la borrome´anite´. Ainsi, de meˆme que la notion de type brunnien introduite
par Debrunner, l’ide´e de borrome´anite´ chez Lacan semble bien eˆtre de nature
connective. C’est ce qui nous a conduit, dans l’article [6], a poser la de´finition
suivante.
De´finition 10 On appelle espaces connectifs lacaniens les espaces connectifs
admettant une repre´sentation par entrelacs.
De´finition 11 On appelle collier a` n composantes tout couple (E, T ), ou` T ⊂
R3 est un tore solide et E = (E1, . . . , En) de´finit un plongement de l’entrelacs
E˜ a` l’inte´rieur de T tel que
– E n’est pas contenu dans une partie simplement connexe de T ,
– pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe une partie simplement connexe de T qui
contient (Ej)j 6=i.
Remarque. Il est e´quivalent de dire que E constitue une partie essentielle de T
mais que, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, (Ej)j 6=i est une partie non essentielle de T
(sur la notion de partie essentielle, voir [14], p. 110).
Exemples. 1. L’entrelacs forme´ de deux cercles non entrelace´s peut eˆtre repre´sente´
par un collier (figure 4). Plus ge´ne´ralement, l’entrelacs comple´tement se´parable
a` n composantes peut eˆtre repre´sente´ par un collier (voir par exemple, parmi
les centaines d’entrelacs de toutes sortes dessine´s par le mathe´maticien Pierre
Soury celui du texte 50, page 1 de [15]).
2. Les approximations finies du collier d’Antoine (Antoine’s Necklace) obte-
nues a` chaque e´tape de sa construction constituent autant de colliers (finis).
3. L’entrelacs de Brunn a` n composantes se repre´sente par un collier (E, T )
que nous appellerons le collier de Brunn. Pour n = 1, le collier de Brunn se
re´duit au nœud trivial. Pour n = 2, on obtient (apre`s l’action d’un isotopie
ambiante ade´quate) l’entrelacs repre´sente´ sur les figures 6 et 7. Remarquons
que le collier de Brunn a` deux composantes n’est pas le collier brunnien a` deux
composantes le plus simple, l’entrelacs nomme´ 421 dans la table de Tait e´tant lui
aussi un tel collier (voir les figures 8 et 9).
Soit maintenant F le plongement dans T de n copies du tore solide de
re´fe´rence T0 = D
1 × S1 obtenu en remplac¸ant chaque composante Ei(S1) du
collier de Brunn E par un voisinage tubulaire Fi(T0) de rayon suffisament pe-
tit. Le plongement F constitue ainsi un entrelacs brunnien de n tores solides ,
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Fig. 5 – Quelques composantes d’un collier de Brunn solide
Fig. 6 – Un diagramme du collier de Brunn a` deux composantes
que nous appellerons le collier de Brunn solide a` n composantes (la figure 5
repre´sente quelques composantes formant une partie d’un tel collier).
Dans la suite, A et B de´signant deux parties de l’espace, nous dirons que A
tranche B s’il existe une partie simplement connexe de B contenant B r A. Il
est imme´diat que toute partie de l’espace qui tranche le tore solide dans lequel
est inscrit un collier tranche e´galement une composante au moins de ce collier.
Nous admettrons que cette proprie´te´ continue d’eˆtre ve´rifie´e pour les colliers de
Brunn solides : toute partie de l’espace qui tranche le tore solide dans lequel est
inscrit un collier de Brunn solide tranche e´galement une composante au moins
de ce collier.
The´ore`me 9 L’union brunnienne d’une famille finie d’espaces connectifs finis
repre´sentables par des colliers est elle-meˆme repre´sentable par un collier. En
particulier, les espaces brunniens ite´re´s sont lacaniens.
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Fig. 7 – Collier de Brunn a` deux composantes
Fig. 8 – Diagramme standard de 421
Fig. 9 – Vue en collier de 421
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Fig. 10 – Un entrelacs d’ordre 8
De´monstration. Soit (Xi)1ip une famille de p espaces connectifs finis, chacun
d’eux e´tant repre´sentable par un collier (Ei, Ti), avec E
i = (Ei1, . . . , E
i
ni
), ou`
ni est le nombre de points de l’espace X
i. On peut chosir chaque tore solide
Ti de fac¸on a` ce qu’il co¨ıncide avec la i-e`me composante d’un collier de Brunn
solide a` p composantes inscrit dans un tore solide T . La famille E = (Eij) ou`
1ip et 1jni constitue alors l’entrelacs cherche´. En effet, le comple´mentaire d’une
partie simplement connexe V du tore T tranche ne´cessairement l’un des Ti,
donc l’un des (Eij), de sorte que la famille E ne peut eˆtre contenue dans une
partie simplement connexe de T . De plus, si (Ei0j0 ) de´signe un nœud quelconque
composant E, la famille (Eij)(i,j) 6=(i0,j0) est constitue´e d’une part des entrelacs
Ei pour i 6= i0 et d’autre part des E
i0
j pour j 6= j0. Les entrelacs conside´re´s
e´tant brunniens, on peut alors de´placer par isotopie ambiante ces diffe´rentes
composantes de fac¸on a` mettre en e´vidence leur inclusion dans une partie sim-
plement connexe du tore solide T . Ainsi, E est bien un collier. Enfin, d’apre`s ce
qui pre´ce`de, les seules sous-familles non vides inse´parables de E sont les Ei et E
elle-meˆme, de sorte que la structure connective de E est bien celle de
⊎
1ipXi.
La seconde affirmation en de´coule imme´diatement, par re´currence triviale.

Exemples. 1. Un entrelacs a` n composantes a un ordre connectif infe´rieur ou
e´gal a` n − 1. Voici un exemple ou` l’ordre maximal est atteint. Soit X l’espace
connectif de support {x1, . . . , xn} dont le graphe ge´ne´rique comporte, outre les
singletons, n−1 points ge´ne´riques y1, . . . , yn−1 et dont l’ensemble des areˆtes est
A = {(yi, yi−1), i = 1, . . . , n − 1} ∪ {(yi, xi+1), i = 1, . . . , n − 1}, ou` on a pose´
y0 = x1. X est un espace brunnien d’ordre n− 1, c’est donc un espace lacanien
repre´sentable par un entrelacs E = (E1, E2, . . . , En) pre´sentant la proprie´te´
suivante : si l’on coupe Ek, la famille (E1, . . . , Ek−1) reste entrelace´e tandis que
les Ek+1, . . . , En se se´parent les uns des autres. La figure 10 repre´sente un tel
entrelacs pour n = 9.
2. L’entrelacs de la figure 11 est un borrome´en de borrome´en , d’ordre
connectif e´gal a` 2.
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Fig. 11 – Un borrome´en de borrome´en
3. La structure connective sur {a, b, c, a′, b′, c′} qui admet pour points ge´ne´riques
u = {a, b}, v = {b, c}, u′ = {a′, b′}, v′ = {b′, c′} et x = {u, v, u′, v′} n’est pas
brunnienne, mais est facilement repre´sentable par un collier.
3.1 Une conjecture
Conjecture. Tout espace connectif fini est lacanien.
J’ai formule´ cette conjecture pour la premie`re fois lors de la confe´rence [11],
puis dans l’article [6].
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